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5.5 Άµεσες συνέπειες του θεωρήµατος µέσης τιµής  

Θεωρία  
 
 

Α  Σταθερή συνάρτηση  

 
Έστω µια συνάρτηση f  ορισµένη σε ένα διάστηµα ∆  
 

Αν η f  είναι συνεχής στο ∆ 
 

και 0)x(f =′  για κάθε εσωτερικό σηµείο x  του ∆  
 

τότε η f  είναι σταθερή σε όλο το διάστηµα ∆  
 
 
 

∆ηλαδή, υπάρχει Rc ∈ , ώστε c)x(f = , για κάθε ∆x ∈  

 
Απόδειξη  

Αρκεί να αποδείξουµε ότι για κάθε ∆x , x 21 ∈  ισχύει )x(f)x(f 21 =  

Αν 21 xx = , προφανώς )x(f)x(f 21 =   

Αν 21 xx < , τότε στο ]x,x[ 21  η f  ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θ.Μ.Τ.  

Εποµένως, υπάρχει )x,x(ξ 21∈ , τέτοιο ώστε 
12

12

xx
)x(f)x(f)ξ(f

−
−

=′  

Επειδή το ξ  είναι εσωτερικό σηµείο του ∆ , θα είναι 0)ξ(f =′  

Οπότε, η σχέση 
12

12

xx
)x(f)x(f)ξ(f

−
−

=′ , δίνει 0)x(f)x(f 21 =−  ή )x(f)x(f 21 =  

Αν 12 xx < , τότε οµοίως αποδεικνύεται ότι )x(f)x(f 21 =  

Σε όλες λοιπόν τις περιπτώσεις, είναι )x(f)x(f 21 =   
 

 
 Αν 0x2)x(f =−′  για κάθε Rx ∈ και 1)0(f =  

τότε και ( ) 0x)x(f 2 =
′

−  ή  cx)x(f 2 =−  

Επειδή 1)0(f = , η σχέση cx)x(f 2 =− , γίνεται c0)0(f =−  ή 1c =   

∆ηλαδή 1x)x(f 2 =−  ή 1x)x(f 2 +=  

 

Να βρείτε την f , αν 0xηµ)x(f =−′ , για κάθε Rx ∈  και 0)0(f =  
 

 

y

x

C

Ο
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Το παραπάνω θεώρηµα ισχύει σε διάστηµα και όχι σε ένωση διαστηµάτων ! 

Για παράδειγµα, θεωρούµε τη συνάρτηση 
⎩
⎨
⎧

>
<−

=
0x,1
0x,1

)x(f  
 

Αν 0)x(f =′  για κάθε 0x ≠ , τότε η f  δεν είναι σταθερή στο ),0()0,( +∞∪−∞  
 

 

αφού γενικότερα είναι 
⎩
⎨
⎧

>
<

=
0xc

xc
f(x)

2

1

αν
αν 0

 

 

Β  Ισότητα παραγώγων 

Έστω δυο συναρτήσεις g,f   

ορισµένες σε ένα διάστηµα ∆  
Αν οι g,f  είναι συνεχείς στο ∆  
και )x(g)x(f ′=′  

για κάθε εσωτερικό σηµείο x  του ∆   
τότε υπάρχει σταθερά c , ώστε για κάθε ∆x ∈  να ισχύει c)x(g)x(f +=  
Απόδειξη  

Η συνάρτηση gf −  είναι συνεχής στο ∆  και για κάθε εσωτερικό σηµείο ∆x ∈   

ισχύει 0)x(g)x(f)x()gf( =′−′=′−  

Σύµφωνα µε το παραπάνω θεώρηµα, η συνάρτηση gf −  είναι σταθερή στο ∆  

Άρα, υπάρχει σταθερά c , ώστε για κάθε ∆x ∈ , να ισχύει c)x(g)x(f =−  

Οπότε, τελικά είναι c)x(g)x(f +=  
 

 Αν x2)x(f =′ , για κάθε Rx ∈ και 1)0(f =  

τότε θα είναι και )x())x(f( 2 ′=′  ή  cx)x(f 2 +=  και από 1)0(f = , είναι και c1 =  

Οπότε 1x)x(f 2 +=  

Να βρείτε την f , αν είναι xηµ1)x(f −=′  για κάθε Rx ∈  και 0)0(f =  

Προσοχή, αυτό το θεώρηµα ισχύει σε διάστηµα και όχι σε ένωση διαστηµάτων. 
 
 

Γ  Ισότητα παραγώγου µε την αρχική της  
Αποδεικνύεται, ότι αν f(x)(x)f =′  για κάθε Rx ∈ , θα είναι xce)x(f = , Rc ∈  

 Αν )x(f)x(f =′ , για κάθε Rx ∈ και 1)0(f =  

τότε θα είναι xce)x(f =  και από 1)0(f =  είναι 0ce1 =  ή c1 = , δηλαδή xe)x(f =  

Αν )x2(f)x2(f2 =′  για κάθε Rx ∈  και 1)0(f = , δείξτε ότι 2
x

e)x(f =  

 
 y

x

c)x(gy +=

)x(gy =

O
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α  Εύρεση συνάρτησης  

 

 

 

Εδώ προσπαθούµε:   ή να «χτίσουµε» σιγά-σιγά  
        και από την υπόθεση να φτάσουµε στην εύρεση  

της συνάρτησης 
Αυτό γίνεται καταλήγοντας 

ή σε µία σχέση της µορφής ( ) 0)x(f =′  …όπου το x  ανήκει σε διάστηµα.  
 

Παράδειγµα 1 

Έστω η συνάρτηση R/f , ώστε 01x2)x(f =+−′  µε 0)0(f =  

Από  01x2)x(f =+−′ , είναι και ( ) 0xx)x(f 2 =
′

+−  

∆ηλαδή, η συνάρτηση xx)x(f)x(h 2 +−=  είναι σταθερή.  

∆ηλαδή, είναι c)x(h =  µε Rc ∈  

Συµπερασµατικά, έχουµε cxx)x(f 2 =+−   

Από 0)0(f =  είναι c00)0(f 2 =+−  είναι 0c =  …δηλαδή 0xx)x(f 2 =+−    

ή  xx)x(f 2 −=  
 

ή σε µία σχέση της µορφής ( ) ( )′=′ )x(g)x(f  …όπου το x  ανήκει σε διάστηµα. 

που στην ουσία είναι η προηγούµενη µορφή. 
Παράδειγµα 2 

Έστω η παραγωγίσιµη στο +R  συνάρτηση f , ώστε xσυν1)x(fe)x(fe xx −=+′   

και  1)0(f −=′  
  

Από xσυν1)x(fe)x(fe xx −=+′  

είναι ( ) ( )′−=
′

xηµx)x(fex  …άρα και cxηµx)x(fe x +−=  
 

 

Από xσυν1)x(fe)x(fe xx −=+′   

για 0x = , είναι 0συν1)0(fe)0(fe 00 −=+′  ή 0)0(f)0(f =+′  ή 1)0(f =  
 

Οπότε, από cxηµx)x(fex +−= για 0x =  είναι  cηµ00)0(fe0 +−=  ⇔  1c =  

∆ηλαδή, είναι 1xηµx)x(fex +−=  ή xe
 1 ηµxx )x(f +−

=  
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ή σε µία σχέση της µορφής ( ) )x(f)x(f =′  …όπου το x  ανήκει σε διάστηµα. 
 

Παράδειγµα 3 

Έστω η παραγωγίσιµη στο )π,0(∆ =  συνάρτηση f  

ώστε )x(fxηµ)x(fxηµ)x(fxσυν ⋅=′⋅+⋅  και 1
2
πf =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

Από )x(fxηµ)x(fxηµ)x(fxσυν ⋅=′⋅+⋅ , είναι και ( ) )x(fxηµ)x(fxηµ ⋅=′⋅  

Οπότε, είναι xec)x(fxηµ ⋅=⋅ , µε Rc ∈  

Από 1
2
πf =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  και 2

π

ec
2
πf

2
πηµ ⋅=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛⋅ , είναι  2
π

ec1 ⋅=  ή  2
π 

ec
−

=  

Οπότε x2
π 

ee)x(fxηµ
−

=⋅  ή  
xηµ

e)x(f
2
π x−

=  µε )π,0(x ∈  

 
ή προσπαθούµε:   να θεωρήσουµε συνάρτηση και παραγωγίζοντας  
   να φτάσουµε ότι η παράγωγός της είναι Μηδέν 
   δηλαδή η συνάρτηση είναι σταθερή 
   και τελικά να την βρούµε. 
Παράδειγµα 4 
 

Έστω οι παραγωγίσιµες στο R  συναρτήσεις g,f , ώστε )x(g)x(f)x(f ′=′ , Rx ∈  

και )0(g2)0(f 2 =  

Θα αποδείξουµε ότι )x(g2)x(f 2 = , Rx ∈  
Πραγµατικά 
 

Θεωρούµε τη συνάρτηση )x(g2)x(f)x(h 2 −=  

Είναι 0))x(g)x(f)x(f(2)x(g2)x(f)x(f2)x(h =′−′=′−′=′  

Οπότε, η h  είναι σταθερή, δηλαδή είναι c)x(h =   

Επειδή είναι 0)0(g2)0(f)0(h 2 =−= , θα είναι 0c =       …δηλαδή 0)x(h =  

0)x(g2)x(f 2 =−  

  ή )x(g2)x(f 2 =  
 

Φυσικά, θα µπορούσαµε να κινηθούµε και µε το προηγούµενο σκεπτικό 
τα οποίο είναι γενικότερο, αφού δεν χρειάζεται να ξέρουµε τη συνάρτηση. 
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Ότι ισχύει στην περίπτωση που 0)x(f =′  

αναλογικά ισχύει και για την  f ′′  
∆ηλαδή, αν καταλήξουµε σε µία σχέση της µορφής 0)x(f =′′  

όπου το x  ανήκει σε διάστηµα 

θα είναι c)x(f =′  ή ( ) ( )′=′ cx)x(f  ή occx)x(f +=  µε Rc,c o ∈  
 

 
Παράδειγµα 5 
 

Θα βρούµε τη συνάρτηση f , αν  0)x(f =′′ , µε 1)0(f =  και 1)0(f =′  
 

Πραγµατικά 
 
 

Από 0)x(f =′′ , είναι και c)x(f =′   

Επειδή όµως είναι 1)0(f =′ , από c)x(f =′  για 0x = , είναι c)0(f =′  ή 1c =  

Οπότε 1)x(f =′   

Είναι ( ) ( )′=′ x)x(f  

Άρα και cx)x(f +=  

Επειδή όµως είναι 1)0(f = , από cx)x(f += , για 0x =  είναι c)0(f =  ή 1c =  

Οπότε 1x)x(f += , για κάθε Rx ∈  
 
 

Παράδειγµα 6 
 

Αν  )x(g)x(f ′′=′′  για κάθε Rx ∈ , µε )0(g)0(f =  και )1(g)1(f = , τότε )x(g)x(f =  

Πραγµατικά 
 
 

Από )x(g)x(f ′′=′′ , είναι και ( ) ( )′′=′′ )x(g)x(f  ή 1c)x(g)x(f +′=′  
 

Επίσης  
 

από 1c)x(g)x(f +′=′  είναι και ( ) ( )′+=′ xc)x(g)x(f 1  ή 21 cxc)x(g)x(f ++=  
 

Για 0x = , η σχέση 21 cxc)x(g)x(f ++=  δίνει  2c)0(g)0(f +=       ή 0c2 =  

Για 1x = , η σχέση 21 cxc)x(g)x(f ++=  δίνει  21 cc)1(g)1(f ++=   ή 0c1 =  
 

Οπότε )x(g)x(f =  για κάθε Rx ∈  
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Όπως ξέρουµε, αν φτάσουµε στη σχέση )x(f)x(f =′ , θα είναι xce)x(f =  

όπου το x  ανήκει σε διάστηµα 

Το ίδιο συµβαίνει, αν φτάσουµε στη σχέση ( ) )x(g)x(f)x(g)x(f +=′+  

όπου τότε πρέπει xce)x(g)x(f =+  

 
Παράδειγµα 7 
 

Αν 1x)x(f)x(f −=−′ , για κάθε Rx ∈  και 1)0(f = , θα προσδιορίσουµε την f  
 

Πραγµατικά 
 
 

Είναι 1x)x(f)x(f −=−′   ή x)x(f1)x(f +=+′  ή ( ) x)x(fx)x(f +=′+   

Οπότε xcex)x(f =+  

Για 0x = , προκύπτει 1c =  και τελικά xe)x(f x −=  

 
 

 
Όταν δίνεται η σχέση  0)x(f)x(g)x(f =′+′ , πολλαπλασιάζουµε µε )x(ge  

όπου το x  ανήκει σε διάστηµα 

και έχουµε 0)x(fe)x(ge)x(f )x(g)x(g =′+′   ⇔  ( ) 0e)x(f )x(g =
′

⋅   ⇔   ce)x(f )x(g =   

            ή )x(ge
c)x(f =  

Παράδειγµα 8 
 

Θα βρούµε τη συνάρτηση f , αν  0)x(f2)x(f =+′  για κάθε Rx ∈ , µε 1)0(f =  

Πραγµατικά 
 

Είναι 0)x(f2)x(f =+′  ⇔  0)x(f)x2()x(f =′+′  

 ⇔  0)x(fe)x2(e)x(f x2x2 =′+′  

 ⇔  ( ) 0e)x(f x2 =
′

 

 ⇔  ce)x(f x2 =  

Για 0x = , προκύπτει 1c =  και έτσι  1e)x(f x2 =  ⇔  
x2e

1)x(f =  ⇔  x2e)x(f −=  
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Όπως έχουµε αναφέρει 
στην περίπτωση που καταλήξουµε σε µια σχέση της µορφής 0)x(f =′   
όπου το x  δεν ανήκει σε διάστηµα 
τότε η f  δεν θα είναι σταθερή, αλλά ένωση σταθερών. 
 

Όµοια, αν )x(g)x(f ′=′  ή αν )x(f)x(f =′  
 

Παράδειγµα 9 
 

Θα βρούµε τη συνάρτηση RR:f →  µε 1x3x4)x(f)1x( 2 −−=′− , Rx ∈   

και 3)0(f =  
 

Πραγµατικά  

Για 1x ≠ , έχουµε 1x4
1x

4
1x)1x(4

1x
1x3x4)x(f

2
+=

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

=
−

−−
=′  

                 για κάθε ),1()1,(x ∞+∪−∞∈  
 

Οπότε 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>++
=
<++

=
1xcxx2
1xα
1xcxx2

)x(f

2
2

1
2

αν
αν
αν

 

 

Είναι 3)0(f = , οπότε 3c002 1
2 =++⋅  ή 3c1 =  

 
 

Επειδή η f  είναι και παραγωγίσιµη, θα είναι και συνεχής. 
 

∆ηλαδή )1(f)x(flim)x(flim
1x1x

==
+→−→

  ⇔  αc12c12 21 =++=++  

      ⇔  3αcc 21 −==   

 ⇔  3cc 21 ==  και 6α =  
 

Επιπλέον είναι 6312)x(flim)1(f
1x

=++==
+→

 

 

Τελικά είναι 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>++
=
<++

=
1x3xx2
1x6
1x3xx2

)x(f
2

2

αν
αν
αν

   

 

ή  3xx2)x(f 2 ++=  
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Ας δούµε τα πιο κάτω θέµατα. 
 

Θέµα 1 
Έστω οι συναρτήσεις f  και  g  για τις οποίες ισχύουν 0)0(f =  και 1)0(g =  

Επίσης είναι )x(f)x(g −=′  και )x(g)x(f =′ , για κάθε Rx ∈  
 

Θα αποδείξουµε  ότι α) 1)x(g)x(f 22 =+  
 

 β) ηµx)x(f =  και συνx)x(g =   … Rx ∈  
 

Απάντηση 
  

α) Είναι ( )′+ )x(g)x(f 22  )x(g)x(g2)x(f)x(f2 ′+′=  
 

( )f(x)2g(x)2f(x)g(x) −+=  
 

=−= )x(f)x(g2)x(g)x(f2 0  

Άρα c)x(g)x(f 22 =+  
 

Για 0x = , έχουµε c)0(g)0(f 22 =+  ⇔  c10 =+  ⇔  1c =  
 

Τελικά 1)x(g)x(f 22 =+  

 
β) Αρκεί να αποδείξουµε ότι 0ηµx)x(f =−  και 0συνx)x(g =−  

ή ισοδύναµα ( ) ( ) 0συνx)x(gηµx)x(f 22 =−+−  

 

Θωρούµε τη συνάρτηση ( ) ( )22 συνx)x(gηµx)x(f)x(G −+−=  
 

Είναι ( )( ) ( )( )ηµx)x(gxσυνg(x)2συνx(x)fηµx)x(f2)x(G +′−+−′−=′                  

                  ( )( ) ( )( )ηµx)x(fσυνxg(x)2συνxg(x)ηµxf(x)2 +−−+−−=  

2ηµxσυνx2ηµxg(x)2f(x)συνx2f(x)g(x)2ηµxσυνx2ηµxg(x)2f(x)συνx2f(x)g(x) −++−+−−=  
0=  

 

Άρα c)x(G =  

Όµως 0)0(G =  ⇔  0c =  
 

Οπότε ( ) ( ) 0συνx)x(gηµx)x(f 22 =−+−  ⇔  ηµx)x(f =  και συνx)x(g =  … Rx ∈  
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Θέµα 2 

Έστω οι ορισµένες και παραγωγίσιµες στο R  συναρτήσεις f , g  

ώστε (x)g(x)f  (x)gf(x) ′=′  (*)  για κάθε Rx ∈  
Το 0  να είναι η µοναδική ρίζα της g    και )1(g)1(f =  και )1(g)1(f −−=−  

Θα αποδείξουµε ότι 
⎩
⎨
⎧

<−
≥

=
0x       )x(g
0x        )x(g  

)x(f
αν
αν

  

Θα αποδείξουµε ότι το 0  είναι η µοναδική ρίζα και της συνάρτησης f  
Θα αποδείξουµε ότι 0)0(g)0(f =′=′  
 

Απάντηση 

Από τη σχέση (*) για κάθε 0x ≠ , είναι 0
)x(g

)x(g)x(f)x(g)x(f
2

=
′−′

 ή 0
)x(g
)x(f

=
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

Οπότε 
⎩
⎨
⎧

<
>

=
0x    c
0x    c

)x(g
)x(f

2

1

αν
αν

  

και από f(1) = g(1) προκύπτει 1c1 =  και από  f(-1)=-g(-1) προκύπτει 1c2 −=   
 

Οπότε 
⎩
⎨
⎧

<−
>

=
0x      1
0x    1   

)x(g
)x(f

 αν
 αν

   ή  
⎩
⎨
⎧

<−
>

=
0x     )x(g
0x     )x(g   

)x(f
αν
αν

  

 

Επειδή η f  είναι συνεχής στο 0 , θα είναι )0(f)x(flim)x(flim
0x0x

==
−→+→

  

                                                               ή )0(f))x(g(lim)x(glim
0x0x

=−=
−→+→

 
 

Επειδή η συνάρτηση g  είναι συνεχής στο 0xo = , θα είναι )0(f)0(g)0(g =−=   
 

Έτσι, διαπιστώνουµε ότι 0)0(f)0(g ==  και τελικά 
⎩
⎨
⎧

<−
≥

=
0x     )x(g
0x     )x(g   

)x(f
αν
αν  /R 

 

Είναι φανερό ότι το 0  σαν µοναδική ρίζα της συνάρτησης g   
είναι προφανώς και µοναδική ρίζα της f  , αφού 0 g(x)|=f(x)| ≠  ...για κάθε 0x ≠  
 

Από )0(f ′ =⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−
−

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−
−

=
+→+→+→ 0x

)0(g)x(glim
x

)x(glim
0x

)0(f)x(flim
0x0x0x

)0(g′  
 

 και  )0(f ′ =⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−
−

−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

=
−→−→−→ 0x

g(0)g(x)
lim

x
g(x)

lim
0x
f(0)f(x)lim

0x0x0x
)0(g′−  

 

είναι )0(g)0(g ′−=′  ⇔  0)0(g2 =′  ⇔  0)0(g =′   ⇔   0)0(g)0(f =′=′  
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Θέµα 3 

Έστω η συνάρτηση f , ώστε 0)x(f2)x(fx4)x(f)x1( 2 =+′+′′+ , για κάθε Rx ∈  

µε 1)0(f =  και 0)0(f =′  

Θα αποδείξουµε ότι η συνάρτηση )x(xf2)x(f)x1()x(g 2 +′+=  είναι σταθερή. 

Θα αποδείξουµε ότι η συνάρτηση )x(f)1x()x(h 2 +=  είναι σταθερή. 

Θα βρούµε τη συνάρτηση f  
 

 

Απάντηση 

Είναι  ( )′+′+=′ )x(xf2)x(f)1(x(x)g 2  

                   )x(fx2)x(f2)x(f)1(x)x(f)1(x 22 ′++′′++′′+=  

                   )x(fx2)x(f2)x(f)1(x)x(fx2 2 ′++′′++′=  

      )x(f2)x(f)1(x)x(fx4 2 +′′++′=  

      0=  
Συνεπώς, η g  είναι σταθερή, µε 0)0(g)x(g =≡   

Από 0)x(g = , είναι 02xf(x)(x)f)x(1 2 =+′+   ή  ( ) 0)f(x)x(1 2 =
′

+  

Συνεπώς, η συνάρτηση )x(f)1x()x(h 2 +=  είναι σταθερή, µε 1)0(f)0(h)x(h ==≡  

Από 1)x(h = , είναι 1)x(f)1x( 2 =+  ή  
1x

1)x(f 2 +
= , Rx ∈  

 

Θέµα 4 

Αν 2
oo )xx()f(x(x)f −≤−  για κάθε Rx,x o ∈ , τότε η  f  είναι σταθερή  

Απάντηση 

Από 2
oo )xx()f(x(x)f −≤−  είναι και 2

o0 xx)x(f)x(f −≤−   

                                                           ή ooo xxxx)x(f)x(f −−≤−   

                                                     ή o
o

o xx
xx

)x(f)x(f
0 −≤

−
−

≤ , για κάθε oxx ≠  

Επειδή 00lim
oxx

=
→

  και 0|xx|lim o
oxx

=−
→

 

είναι 0
xx

)x(f)x(flim
o

o

oxx
=

−
−

→
 ή 0

xx
)x(f)x(flim

o

o

oxx
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

→
 ή 0)x(f o =′ , για κάθε  Rxo ∈  

 

Οπότε 0)x(f =′ , για κάθε Rx ∈  …και συνεπώς c)x(f = , Rc ∈  
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Θέµα 5 

Έστω η R/f ώστε )yx(f)y(f)x(f += , για κάθε R y, x ∈ , µε *R)R(f +=  

Η f  είναι παραγωγίσιµη στο 0xo = , µε 1)0(f =′   

α) Θα αποδείξουµε ότι 1)0(f =  

β) Θα αποδείξουµε ότι η f  είναι παραγωγίσιµη στο R  

γ) Θα βρούµε την f  
 

Απάντηση 
 

α) Η σχέση )yx(f)y(f)x(f +=  για 0yx == , δίνει )0(f)0(f)0(f =  ή 1)0(f =   
                                                                                              …αφού 0)x(f >  
 

β) Τώρα αν είναι 1)0(f =′ , δηλαδή αν είναι 1
x

)0(f)x(flim)0(f
0x

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
=′

→
  

 

θα αποδείξουµε ότι υπάρχει το όριο R
xx

)x(f)x(f
lim)x(f

o

o

oxxo ∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=′
→

 

Πραγµατικά  

Είναι ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

→ o

o

oxx xx
)x(f)x(f

lim ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
→− o

o
0oxx xx

)x(f)x(f
lim  

Θέτουµε yxx o =−  
           ή yxx o +=  

   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
=

→ y
)x(f)yx(f

lim oo
0y

 …στην ουσία είναι ο άλλος ορισµός. 

Μετονοµάζουµε το y  σε  x  
       

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
=

→ x
)x(f)xx(f

lim oo
0x

 

Με βάση τώρα την αρχική σχέση    

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

→ x
)x(f)x(f)x(f

lim oo
0x

 
 

≡=′⋅=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
=

→
)x(f)0(f)x(f

x
1)x(flim)x(f oo0xo )x(f o′  

 

∆ηλαδή, διαπιστώσαµε ότι )x(f)x(f =′ , για κάθε Rx ∈  
 
γ) Οπότε xec)x(f ⋅=  και επειδή 1)0(f = , διαπιστώνουµε ότι 1c =  

∆ηλαδή xe)x(f =  
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Ασκήσεις 
 

α.1  Αν 1e)x(f x −=′ , µε 1)0(f = , να αποδείξετε ότι xe)x(f x −=  

 

α.2  Αν xx exe)x(f +=′ , µε 0)0(f = , να αποδείξετε ότι xxe)x(f =  

 

α.3  Αν 2x
nxl1)x(f −

=′ ,  για κάθε 0x >  και 0)1(f = , να αποδείξετε ότι 
x
xln)x(f =  

 

α.4  Αν xηµf(x)x2(x)fx2 =+′ , για κάθε Rx ∈  και 0)0(f =  

να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f  έχει τύπο 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

≠
−

=

0x0

0x
x

xσυν1

)x(f
2

αν

αν
 

 

α.5  Αν για την ορισµένη στο +R  συνάρτηση f , είναι f(x)(x)fxex +′= , Rx ∈  

να αποδείξετε ότι 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

>
−

=

0x1

0x
x

1e

)x(f

x

αν

αν
 

 
 

α.6  Αν )x(g)x(f =′  και )x(f)x(g =′ , για κάθε Rx ∈  και  1)0(f = , 1)0(g =  

να αποδείξετε ότι )x(g)x(f 22 =  

 

α.7  Έστω ότι )x(g)x(f ′′=′′  για κάθε Rx ∈  
 

α) Αν 1)0(g)0(f +′=′  και )0(g)0(f = , να βρείτε τη συνάρτηση )x(g)x(f)x(h −=  

β) Αν )1(g)1(f =  και 1)0(g)0(f +=      , να βρείτε τη συνάρτηση )x(g)x(f)x(h −=  

 

α.8  Αν )x(g)x(f ′′′=′′′ , για κάθε Rx ∈  και )0(g)0(f ′=′  , g(0)f(0) =  

να αποδείξετε ότι 2xα)x(g)x(f =−  …όπου α  κάποιος πραγµατικός αριθµός.  
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α.9  Αν 3x4)x(f)x(f =′  µε 0)0(f = , να αποδείξετε ότι 2|)1(f| =  

 

α.10  Αν )x(xf2)x(f =′ , για κάθε 0x >  και 1)1(f −=   

αφού αποδείξετε ότι η συνάρτηση 
2xe)x(f)x(g −=  είναι σταθερή, να βρείτε την f  

 

α.11  Να βρείτε τη συνάρτηση f , αν 23 x2x3)x(fx −=′ , για κάθε Rx ∈  

και ξέρουµε επίσης ότι είναι 1)1(f −=  

 

α.12  Αν 4
οο )xx(|)x(f)x(f| −≤− , για κάθε Rx,x o ∈ , να αποδείξετε ότι )0(f)x(f =  

 

α.13  Αν xy)y(f)x(f)yx(f ++=+ , για κάθε Ry,x ∈  και 1)0(f =′  

Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιµη στο R  και να βρείτε την f  
 

α.14  Να βρείτε την f   

αν  α) xexηµ)x(fxσυν)x(f =−′              ,  µε ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∈

2
π,

2
πx  ,  1)0(f =  

      β) xυνσxηµ)x(fxσυν)x(f 3=+′       ,  µε ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∈

2
π,

2
πx  ,  0)0(f =  

      γ) )x(xfυνσxηµ)x(fxσυν)x(f =−′    ,  µε ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∈

2
π,

2
πx  ,  1)0(f =  

      δ)  1)e(fxe xx =′                                 ,  µε 1x >          ,   2ln)e(f 2 =  
 

α.15  Έστω η συνάρτηση f , ώστε )x(f
1x

x2)x(f 2 +
=′ , για κάθε Rx ∈  

α) Να αποδείξετε ότι 
1β

)β(f
1α

)α(f
22 +

=
+

 , για κάθε Rβ,α ∈  

β) Αν ξέρουµε ότι η f  έχει τουλάχιστον µία ρίζα, να αποδείξετε ότι 0)x(f =   

 



 
 

Παρουσίαση                                                                                                                                             15     

Κατεύθυνση                                                                                                                                 Γ΄ Λυκείου 

 

α.16  Έστω η συνάρτηση f , ώστε 1)x(f)x(f =+′ , για κάθε Rx ∈  

Αν γνωρίζουµε ότι 2)1(f = , να αποδείξετε ότι  x1e1)x(f −+= , για κάθε Rx ∈  

 

α.17  Έστω η συνάρτηση f , ώστε 0)x(f3)x(f4)x(f =+′+′′ , για κάθε Rx ∈  

Αν είναι και 1)0(f =  , 3)0(f =′ , αφού διαπιστώσετε ότι xe4)x(f3)x(f −=+′  

µετά να αποδείξετε ότι xx3 e3e2)x(f −− +−= ,  Rx ∈  

 

α.18  Έστω ότι )x(fxx)x(f2 ′+= , για κάθε Rx ∈  και 0(0)f =′′′  
 

α) Να αποδείξετε ότι 0)x(fx =′′′  για κάθε Rx ∈  
 

β) Να αποδείξετε ότι η f ′′  είναι σταθερή. 
 

γ) Αν ξέρουµε ότι 5)1(f =′ , να αποδείξετε ότι xx2)x(f 2 += , για κάθε Rx ∈   

 

α.19  Έστω παραγωγίσιµη στο R  συνάρτηση f , ώστε f(2))1(f)x(f20 −≤′≤  

για κάθε Rx ∈  
 

α) Να αποδείξετε ότι υπάρχει αριθµός ξ , ώστε 0)ξ(f =′  
 

β) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f  είναι σταθερή. 
 

α.20  Έστω η παραγωγίσιµη στο R  συνάρτηση f , ώστε )x(f)x(f1)x(f −−=−′   

για κάθε Rx ∈  

α) Να αποδείξετε ότι 2)x(f)x(f =−′+′   

β) Να αποδείξετε ότι x2)x(f)x(f =−− , Rx ∈  

γ) Αν 0)0(f = , να αποδείξετε ότι xx)x(f 2 +−= , Rx ∈  
 
 

α.21  Έστω η ορισµένη στο ( )+∞,0  συνάρτηση f , ώστε xηµxσυνx)x(f)x(fx −=−′  

Αν 1
2
πf =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ , να αποδείξετε ότι xηµ)x(f =    
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α.22  Έστω η παραγωγίσιµη στο R  συνάρτηση f , ώστε )h(f)x(f)hx(f ⋅≤+   

για κάθε Rh,x ∈  και 1)0(f)0(f =′=  

α) Να αποδείξετε ότι  
h

)x(f)hx(f −+
h

1)h(f)x(f −
≤ , για κάθε 0h >   

                           και   
h

)x(f)hx(f −+
h

1)h(f)x(f −
≥ , για κάθε 0h <  

β) Να αποδείξετε ότι xe)x(f = , Rx ∈  
 

α.23  Έστω οι παραγωγίσιµες συναρτήσεις f , g  
 

ώστε 1)x(g)x(f =′  , 1(x)g)x(f −=′ , για κάθε Rx ∈  και 1)0(f = , 1)0(g =  
 

α) Να αποδείξετε ότι 1)x(g)x(f =   

β) Μετά να αποδείξετε ότι xe)x(f =  και  xe)x(g −=  

 

 

α.24  Έστω οι παραγωγίσιµες στο R  συναρτήσεις f  και g   

Ξέρουµε ότι )x(g)x(f)x(g)x(f ′+=+′ , για κάθε Rx ∈  

Αν οι γραφικές παραστάσεις fC , gC  έχουν ένα τουλάχιστον κοινό σηµείο  

να αποδείξετε ότι αυτές θα ταυτίζονται. 
 

α.25  Έστω οι παραγωγίσιµες στο R  συναρτήσει f , g , ώστε 1)1(f = , 0)1(g =  
 

Ξέρουµε ότι ( ) ( ))x(f1)x(g1)x(g)x(f −′=−′ , για κάθε Rx ∈  
 

Να αποδείξετε ότι ( )( ) 01)2012(g1)2012(f =−−  
 

α.26  Έστω η ορισµένη στο R  συνάρτηση f , ώστε ( ) ( ) )x(f1x)x(f 1x 22 −=′+   

για κάθε Rx ∈  

Αν 1)0(f = , να αποδείξετε ότι 
1x

e)x(f 2

x

+
=  

α.27  Έστω η συνάρτηση xασυνxηµx)x(g += , ώστε 0
2
πg =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′   

α) Να αποδείξετε ότι 1α =  
β) Να βρείτε τη συνάρτηση f , αν 1xσυνxσυν x)x(f ++=′ , Rx ∈  και  1)0(f =   
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α.28  Έστω η συνάρτηση f  ώστε 0)x(f)x(f =−′′ , για κάθε Rx ∈  

Αν είναι και 1)0(f =  , 3)0(f =′ , να αποδείξετε ότι xx ee2)x(f −−=  

 
α.29  Έστω η παραγωγίσιµη στο R  συνάρτηση f , ώστε 0)x(f)x(f =+′′ , Rx ∈  

Αν 0)0(f)0(f =′= , να αποδείξετε ότι 0)x(f =    
   
α.30  Έστω η ορισµένη στο R  συνάρτηση f , ώστε ( ) 1)x(f1x)x(f +′−= , Rx ∈  

Αν η f ′′  είναι συνεχής και 1)2(f = , να αποδείξετε ότι 1)x(f =    
   

α.31  Έστω η ορισµένη στο ),0(R * +∞=+  συνάρτηση φ , µε τύπο xlnxx)(φ =  

Να αποδείξετε ότι 1)1(φ =′  

Έστω και η ορισµένη στο ),0(R * +∞=+  συνάρτηση f , ώστε xln1)x(f)x(fx +=+′  

για κάθε 0x >  και  0)1(f =  

Να αποδείξετε ότι xf(x)x)(φ = , 0x >  
   

α.32  Έστω η ορισµένη στο *R +  συνάρτηση f , ώστε xx2 eex(x)fx −=′ , 0x >  
και e)1(f =  

α) Να αποδείξετε ότι xe)x(fx)x(f2 =′′+′ , 0x >  

β) Να αποδείξετε ότι xe)x(fx)x(f =′+ , 0x >  

γ) Να αποδείξετε ότι 
x

e)x(f
x

= , 0x >  

 

α.33  Έστω η ορισµένη στο *R +  συνάρτηση f , ώστε 1)1(f =  

α) Αν x
)x(f
)x(f
=

′
, να αποδείξετε ότι x)x(f = , 0x >  

α) Αν x
)x(f
)x(f
=

′
, να αποδείξετε ότι 12xe)x(f −= , 0x >  

 

α.34  Έστω η ορισµένη στο *R +  συνάρτηση f , ώστε x2

x

e1
e2

f(x)
(x)f

−
=

′
, 0x >  

Να αποδείξετε ότι υπάρχει Rc ∈  ώστε 
1e
1ec)x(f x

x

−

+
= , 0x >  
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 Εργασία 
 
 

1  Έστω η παραγωγίσιµη  στο R  συνάρτηση f , µε 0)x(f)x(f)x(f 2 =′+′ , Rx ∈   

τότε η f  είναι σταθερή.  
 
2  Αν )x(g)x(f ′=′  και )0(g)0(f = , τότε θα είναι )x(g)x(f =  
 

3  Αν xσυνexηµe)x(f xx +=′ , µε 0)0(f = , να αποδείξετε ότι xe  xηµ)x(f =  

 

4  Έστω η ορισµένη στο R συνάρτηση f , ώστε 2x3)x(f =′ , για κάθε Rx ∈  

Αν 1)1(f =  , να αποδείξετε ότι 1)1(f −=−  

 
5   Έστω η παραγωγίσιµη στο R  συνάρτηση f , ώστε 1)x(f =′ , *Rx ∈ , 0)0(f =  

 

Να αποδείξετε ότι x)x(f =  
 

6  Να βρείτε τη συνάρτηση RR:f → , µε 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<
≥

=′
0xx4
0xx3)x(f 3

2

αν
αν  και 1)1(f =  

 

7  Αν xe)x(f =′  για κάθε 0x ≥  και xe)x(f −=′ , για κάθε 0x <  
να βρείτε τον αριθµό )1(f)1(f −−  
 

8  Αν  |xx|
xx

)x(f)x(f
o

o

o −≤
−
−

, για κάθε oxx ≠ , να δείξετε ότι η f  είναι σταθερή. 

 

9  Αν )x(g)x(f ′′′=′′′ , για κάθε Rx ∈ , )0(g)0(f = , )0(g)0(f ′=′ , )0(g)0(f ′′=′′  
 

να αποδείξετε ότι )x(g)x(f =  
 

10  Έστω ότι 0)x(fσυνx)x(f =+′ , για κάθε Rx ∈ …µε 1)0(f =  

α) Να αποδείξετε ότι υπάρχει πραγµατικός c , ώστε cf(x)eηµx =   

β) Να βρείτε την f   
 

11  Αν για την ορισµένη και παραγωγίσιµη στο R  συνάρτηση f   

είναι Xe)x(f)x(f −=′+ , για κάθε Rx ∈  και  0)0(f = , να αποδείξετε ότι xe
x)x(f =  

 

12  Έστω η ορισµένη στο *R +   συνάρτηση g  και η ορισµένη στο R  συνάρτηση f  

Ξέρουµε ότι ( ) x)x(gf =  και ( ) x)x(gf =′ , για κάθε 0x >  και 0)1(g =  

Να αποδείξετε ότι xln)x(g =  και xe)x(f =  
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13  Ξέρουµε ότι 
2x2x xe2e)x(f)x(f −=−′ , για κάθε Rx ∈  και 1)0(f −=  

α) Να αποδείξετε ότι υπάρχει Rc ∈ , ώστε x2x cee)x(f =+  

β) Να αποδείξετε ότι 
2xe)x(f −= , Rx ∈  

 

14  Αν η συνάρτηση f  είναι ορισµένη στο διάστηµα ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

2
π,

2
πD  

και 2012)0(f =  , xσυν)x(fxηµ)x(fxσυν)x(f =+′ , για κάθε ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∈

2
π,

2
πx   

να αποδείξετε ότι xσυνe2012)x(f x= , µε ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∈

2
π,

2
πx  

 

15  Έστω ότι x
x
1f)x(f =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′ , για κάθε 0x >  και  1)1(f =  

α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 0
x
1f)x(f =

′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ , 0x >  

β) Μετά να αποδείξετε ότι 
)x(f

1
x
1f =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ , 0x >   

 

 

16  Έστω η συνάρτηση f , µε f(x)f(x)συνx(x)f =+′ , για κάθε Rx ∈  και 1)0(f =  

α) Να διαπιστώσετε ότι ( ) xηµxηµ e)x(fe)x(f =
′  

β) Να αποδείξετε ότι xηµxe)x(f −= , για κάθε Rx ∈  
 

17  Έστω η παραγωγίσιµη στο R  συνάρτηση f , ώστε 0)x(f ≠  και 0)x(f ≠′  

για την οποία ισχύει xe
2

)x(f
1

)x(f
1

=
′

+  και 1)0(f =  

Να αποδείξετε ότι xe)x(f =  
 

18  Έστω η ορισµένη στο R  συνάρτηση f , ώστε xαα)x(fα)x(f 2−+=′ , *Rα∈   
 

Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f  δεν µπορεί να είναι σταθερή. 
 

19  Έστω ότι )y(f)x(f)xy(f += , για κάθε 0y,x >  και 1)1(f =′  

Να αποδείξετε ότι η f  είναι παραγωγίσιµη στο R  και µετά να βρείτε την f  
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20  Έστω οι παραγωγίσιµες συναρτήσεις f  και g  

ώστε xln
x
1)x(f)x(f −=−′ , για κάθε 0x >  και e)1(f =   

  και  )2)x(g(x)x(g −′−=   , για κάθε 0x >  και 0)1(g =  
 

α) Να προσδιορίσετε τις g,f   

β) Να αποδείξετε ότι xe(x)gx(x)f x −=′−′ , για κάθε 0x >  

 
21  Έστω η ορισµένη στο [ )+∞,1  συνάρτηση f  
 

ώστε 0)x(f ≠ , 2)1(f =  και 
)x(xf

1
1x
)x(f
=

+
′

  ,   για κάθε 1x ≥  

 

α) Να αποδείξετε ότι 2xln2x2)x(f 2 ++= ,  για κάθε 1x ≥   
 

β) Να αποδείξετε ότι 2xln22)x(f ++=   ,  για κάθε 1x ≥   

 
22  Έστω η ορισµένη και παραγωγίσιµη στο R  συνάρτηση f , ώστε 0)0(f =  
 

και  2)x(fx)x(f2 =′′+′ , για κάθε Rx ∈  
 

Να αποδείξετε ότι x)x(f = , για κάθε Rx ∈  

 

23  Για τη συνάρτηση )f/(1,+∞  είναι )x(f)xln()x(f x ′= , για κάθε 1x > , 
e
1)e(f =′   

α) Να αποδείξετε ότι 
ln(2012)
f(2012)

ln(2011)
f(2011)

=  

 

β) Να αποδείξετε ότι xln)x(f = , 1x >  

 
24  Έστω ότι xe  (x)f  (x)f2  f(x) =′′+′− , για κάθε Rx ∈  και 1f(0) =  

 

Θεωρούµε τις συναρτήσεις f(x)(x)f  g(x) −′= , µε 1)0(g =  και x
e

)x(gh(x) x −=   
 

Να αποδείξετε ότι  α) 1h(x) =    β) xe)1x()x(g +=   γ) xx2x exexe
2
1f(x) ++=  
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25   Έστω οι ορισµένες και παραγωγίσιµες στο R  συναρτήσεις f , g  

Είναι 0)x(g)x(fe)x(g)x(f x =′++′ , xe)x(g)x(f =′+′ , για κάθε Rx ∈  

Επίσης είναι 0)0(g =′  και 1)0(f =  

α) Να αποδείξετε ότι 0)x(f > , 0)x(g <  
 

β) Να αποδείξετε ότι xe)x(f = , 1)x(g −= , για κάθε Rx ∈  
 

26   Έστω οι ορισµένες και παραγωγίσιµες στο R  συναρτήσεις f , g  

Είναι 0)0(f =  και x)x(g)x(f += , 2x)x(g)x(f +−=′ , για κάθε Rx ∈  

Να αποδείξετε ότι )β(g2)β(f)α(g2)α(f −=− , για κάθε Rβ,α ∈  

 
27   Έστω η ορισµένη και 2  φορές παραγωγίσιµη στο ),0( +∞  συνάρτηση f  

Ξέρουµε ότι  
x
1)x(f =′′ , για κάθε 0x >  και ότι 0)1(f = , 2ln2)2(f =   

α) Να διαπιστώσετε πρώτα ότι ( ) xln1xlnx +=′ , για κάθε 0x >  
 

β) Να αποδείξετε ότι xlnx)x(f = , για κάθε 0x >  

 
28  Έστω η ορισµένη στο R  συνάρτηση f , ώστε 1(x)fx)(f =′+−′ , Rx ∈  
  

α) Να αποδείξετε ότι xf(x)x)f( −=− , για κάθε Rx ∈   
 

β) Αν ( ) 01x2)x(flim
x

=−−
+∞→

, να αποδείξετε ότι ( ) 01x)x(flim
 x

=−+
∞−→

   

 
29  Έστω η ορισµένη στο R  συνάρτηση f , ώστε hxe)x(f)h(f)hx(f =+   

και 0)x(f ≠ , για κάθε Rh,x ∈  και 1)0(f =′  

α) Να αποδείξετε ότι 
( )( )

h
1e1)h(fe)x(f

h
)x(f)hx(f hxhx −+−
=

−+ , µε 0h ≠  

β) Να αποδείξετε ότι 1)(xf(x)(x)f +⋅=′ , για κάθε Rx ∈  

γ) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 

2
x22x

e

)x(f)x(g
+

=  είναι σταθερή. 

δ) Να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης f  
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ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ   

ξ  Γενικά θέµατα  
 

Ας δούµε τα πιο κάτω θέµατα. 
 

Θέµα 1 

Θεωρούµε τη συνεχή στο R   συνάρτηση f  , τον *Ζλ ∈  και τον ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈

2
π,0θ  

Γνωρίζουµε ότι ∫ −−=
x 

λ 
6θσυν2x7dt )t(f , για κάθε Rx ∈  

α) Θα βρούµε τον τύπο της f       
β) µετά θα βρούµε την τιµή του λ        
γ) και τέλος θα βρούµε την τιµή του θ  
 

Απάντηση 
 

α) Από ∫ −−=
x 

λ 
6θσυν2x7dt )t(f   

παραγωγίζοντας παίρνουµε 7)x(f = , Rx ∈  
 

β) Έτσι από ∫ −−=
x 

λ 
6θσυν2x7dt )t(f   

           είναι 6συνθ2x7dt 7   
x 

 λ
−−=∫ , Rx ∈  

Ισοδύναµα  6συνθ2x7)λx(7 −−=−  

ή  6συνθ2λ7 −−=−  

ή  
2

6λ7συνθ −
=  

 

Από 
2
πθ0 << , είναι 1συνθ0 <<  

 

Οπότε 1
2

6λ70 <
−

<  ⇔  26λ70 <−<  ⇔  
7
8λ

7
6

<<  ⇔  1λ =  

                                                                  ...αφού ο λ είναι ακέραιος. 

 

γ) Οπότε 
2
1συνθ =  και συνεπώς 

3
πθ =  
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Θέµα 2 
 

Αν για τη συνεχή συνάρτηση f  είναι 3dx f(x) 
1 

0 
=∫ , θα δείξουµε ότι 5dx (x)f 

1 

0 
2 ≥∫  

 

Απάντηση 

 

Επειδή ( ) 01f(x) 2 ≥− , είναι ( ) 01f(x) 
1 

0 
2∫ ≥−    ή ( )  0  dx 12f(x)(x)f 

1 

0 
2 ≥+−∫   

  ή  0  dx 1   dx f(x) 2 dx (x)f 
1 

0 

1 

0 

1 

0 
2 ≥+− ∫∫∫   

  ή  0  1 32 dx (x)f 
1 

0 
2 ≥+⋅−∫   

  ή  5   dx (x)f 
1 

0 
2 ≥∫   

 
Θέµα 3 

Έστω η συνεχής συνάρτηση f , η οποία είναι γνήσια αύξουσα στο R  

Θεωρούµε και τη συνάρτηση  ∫ −=
1 

0 
dt x)f(t  )x(I  

α) Θα αποδείξουµε ότι η συνάρτηση Ι  είναι παραγωγίσιµη. 
 

β) Θα αποδείξουµε ότι η συνάρτηση Ι  είναι γνήσια φθίνουσα. 
 

 

Απάντηση  
 

α) θέτουµε xty −=  ⇔  xyt +=  

Οπότε (x)Ι ∫
−

−
+=

x1 

x 
)xy(d  )y(f  = =′+∫

−

−

x1 

x 
)y(d )xy)(y(f ∫∫

−−
−

x 

0 

x1 

0 
dy f(y)  dy f(y)    

Έστω και η παραγωγίσιµη συνάρτηση dy f(y) Φ(x)
x 

0 ∫=  
 

Έτσι η (x)Ι = x)Φ(x)Φ(1 −−−  είναι παραγωγίσιµη, σαν πράξεις παραγωγισίµων.  
 

β)  (x)Ι ′ ( )′−+−= x)Φ(x)(1Φ =
′
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ − ∫∫ dy f(y)  dy f(y)   
x- 

0 

x-1 

0 
= x)f(x)f(1 −+−−  

Από x1x −<− , είναι x)(1fx)f( −<−  ή  0x)f(x)(1f <−+−−  
 

∆ηλαδή 0x)( <′I  και έτσι διαπιστώνουµε ότι η I  είναι γνήσια φθίνουσα. 
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Θέµα 4 

Έστω τα ολοκληρώµατα dx  
xσυνxηµ

xσυνI 2
π 

0 33

3

∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
=  , dx 

xσυνxηµ
xηµJ 2

π 

0 33

3

∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
=  

α) Θα αποδείξουµε ότι JI =   και µετά  β) θα υπολογίσουµε τα I  και  J  
 

Απάντηση 

α) dx 
xσυνxηµ

xσυνI 2
π 

0 33

3

∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
= dx 

x
2
πηµx

2
πσυν

x
2
πηµ

2
π  

0 33

3

∫
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
= ∫ ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
−=

0 

2
π 33

3
dy

yσυνyηµ
yηµ   

                                           θέτουµε x
2
πy −=   ή  y

2
πx −=  

 

       =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
= ∫∫

π/2

0 33

3π/2

0 33

3
dy

xσυνxηµ
xηµdy

yσυνyηµ
yηµ J  

 

β) Επίσης JI + ∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

+
= 2

π 

0 33

33
dx 

xσυνxηµ
xσυνxηµ ∫= 2

π 

0 
dx 1 =

2
π  

Έτσι θα είναι 
2
πII =+  ή 

4
πI =  και προφανώς 

4
πJ =  

 

Θέµα 5 

Έστω η παραγωγίσιµη συνάρτηση f , ώστε x x 

 0 
xe (t)dtf −≥∫ , για κάθε Rx ∈   

και 1  (0)f =′  

Θα βρούµε την εξίσωση της εφαπτοµένης της fC  στο σηµείο της ( ))0(f,0A  
Απάντηση  

Έστω η συνάρτηση x x 

 0 
xe (t)dtf)x(g −−= ∫  , µε  xx exe )x(f)x(g −− +−=′  

Είναι 0g(x) ≥  ή )0(g)x(g ≥ , για κάθε Rx ∈  

Οπότε, η g  παρουσιάζει στο 0  ακρότατο. 

Από το θεώρηµα του Fermat, είναι 0(0)g =′  ⇔  01f(0) =−  ⇔  1f(0) =  

Επειδή 1  (0)f =′ , η εφαπτοµένη της fC  στο σηµείο της ( ))0(f,0A  

είναι η 0)(0)(xf)0(fy:)ε( −′=−  ⇔  )0x(11y −=−  ⇔  1xy +=  
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Θέµα 6 
 

Αν η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο R  
 

δείξτε ότι  0dx f(x) dx f(x) dx f(x) dx f(x) dx f(x) dx f(x) 
b 

a 

c 

d 

a 

c 

b 

d 

c 

b 

a 

d 
=++ ∫∫∫∫∫∫  

 
 

Απάντηση 

 

Είναι  ∫
a 

d 
dx f(x) ∫

c 

b 
dx f(x) + ∫

b 

d 
dx f(x) ∫

a 

c 
dx f(x) + ∫

c 

d 
dx f(x) ∫

b 

a 
dx f(x)   

 

      =  ∫
a 

d 
dx f(x) ( ∫

a 

b 
dx f(x) + ∫

c 

a 
dx f(x) ) 

 

    + ∫
a 

c 
dx f(x)  ( ∫

a 

d 
dx f(x) + ∫

b 

a 
dx f(x) ) 

 

      + ∫
b 

a 
dx f(x)  ( ∫

a 

d 
dx f(x) + ∫

c 

a 
dx f(x) )  

 

      =  ∫
a 

d 
dx f(x) ∫

a 

b 
dx f(x)   +   ∫

a 

d 
dx f(x) ∫

c 

a 
dx f(x)  

 

     + ∫
a 

c 
dx f(x) ∫

a 

d 
dx f(x)   +   ∫

a 

c 
dx f(x) ∫

b 

a 
dx f(x)  

 

       +  ∫
b 

a 
dx f(x) ∫

a 

d 
dx f(x)   +   ∫

b 

a 
dx f(x) ∫

c 

a 
dx f(x)   

 

 

      =   ∫
a 

d 
dx f(x) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ∫∫

d 

a 

a 

d 
dx f(x) dx f(x)   

 

    +   ∫
a 

d 
dx f(x) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ∫∫

c 

a 

a 

c 
dx f(x) dx f(x)   

 

 

      +  ∫
b 

a 
dx f(x)  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ∫∫

d 

a 

a 

d 
dx f(x) dx f(x)     =   0   

0

0

0
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Θέµα 7 

Έστω η συνεχής στο R  συνάρτηση f , ώστε  ∫∫ ⋅+=
x 

0 

1 

0 
f(v)dv     dt f(t)  1)x(f  

και 0)x(f > , για κάθε Rx ∈  

α) Θα αποδείξουµε ότι  α1) 1)0(f =  

α2) 0dt f(t)  
1 

0 
>∫  

α3) η f  είναι παραγωγίσιµη στο R  
α4) η f  είναι γνήσια αύξουσα στο R  
α5) η f  στρέφει τα κοίλα πάνω στο R  

 

β) Θα αποδείξουµε ότι η ∫−
=

1 

0 
dt)t(fx

ef(x))x(F  είναι σταθερή, µε 1)x(F =  
 

Απάντηση  

α1) Η σχέση ∫∫+=
x 

0 

1 

0 
dv )v(f   dt )t(f 1)x(f , για 0x =  δίνει 1)0(f =  

α2) Επειδή 0)x(f >  και η συνεχής f  αφού δεν είναι µηδενική, είναι ∫ >
1 

0 
0   dt)t(f  

 

α3) Προφανώς, η f  είναι παραγωγίσιµη στο R  

     αφού η ∫=
x 

0 
dv )v(f y  είναι παραγωγίσιµη και το ∫

1 

0 
dt )t(f  είναι αριθµός. 

α4) Είναι ∫∫∫ >=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+=′

1 

0 

x 

0 

1 

0 
0  dt )t(f  )x(ff(v)dv     dt f(t)  1)x(f  

                                                                 …αφού 0)x(f >  και ∫ >
1 

0 
0dt )t(f  

Οπότε, η f  είναι γνήσια αύξουσα στο R  
 

α5) Είναι ∫ >′=′′
1 

0 
0  dt )t(f  )x(f)x(f  και συνεπώς η f  στρέφει τα κοίλα πάνω.  

β) 
′

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⋅=′ ∫−

1 
0 

dt )t(f   x
e)x(f)x(F  

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −′=−⋅′= ∫∫ ∫∫∫ −−− 1 

0 

1 
0 

dt )t(f   x1

0

1 
0 

dt)t(f x
1 
0 

dt)t(f x
dt )t(f  )x(f)x(fedt)t(f e)x(fe)x(f 0  

Οπότε, η συνάρτηση F  είναι σταθερή, µε 111e)0(f)0(F)x(F 0 =⋅===  
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Θέµα 8 

Θεωρούµε τους πραγµατικούς αριθµούς β,α ,  µε  βα0 <<  

την ορισµένη και συνεχή στο ),0( +∞  συνάρτηση f , ώστε 0dt f(t)
β 

α 
=∫  

και τη συνάρτηση ∫+=
x 

α 
dt f(t)

x
12)x(g  µε ),0(x +∞∈  

 

α) Θα αποδείξουµε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον β)α,(xo ∈  

ώστε η εφαπτοµένη  της gC  στο ( ))g(x,xM ooo  να είναι παράλληλη στον xx ′  
 

β) Θα αποδείξουµε ότι  )f(x2 )g(x oo +=  
 

 
 

Απάντηση 
 

α) Η συνάρτηση g  είναι προφανώς συνεχής στο διάστηµα ]β,α[    

         παραγωγίσιµη στο διάστηµα )β,α(  

και )β(g)α(g =  ⇔  ∫∫ +=+
β 

α 

α 

α 
dt f(t) 

β
12dt f(t) 

α
12  ⇔  00 =  

Με βάση το θεώρηµα Rolle, για τη συνάρτηση g  στο διάστηµα ]β,α[  

θα υπάρχει ένας τουλάχιστον )β,α(xο ∈ , ώστε 0)x(g ο =′  

Οπότε, διαπιστώνουµε ότι η εφαπτοµένη της gC  στο σηµείο της ( ))x(g,xM ooo   

θα είναι παράλληλη στον άξονα xx ′  

β) Είναι (x)g′ ( )
x
1dt f(t)dt f(t)

x
12dt f(t)

x
12

 x

α 

 x

α 

 x

α 

′
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+
′
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+′=
′
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ += ∫∫∫  

 
 

                      f(x)
x
1dt f(t)

x
1 x 

α 2 +−= ∫  
 
 

Από 0)x(g ο =′ , είναι 0)f(x
x
1dt f(t) 

x
1

o
o

o x

α 2
o

=+− ∫  ή )f(x
x
1dt f(t) 

x
1

o
o

o x

α 2
o

=∫   

                        ή )f(xxdt f(t) oo
ox 

α 
=∫  

 
 

Οπότε )f(x2 )g(x oo +=  ⇔  )(xf2dt f(t) 
x
12 o

o x

α o
+=+ ∫  ⇔  )f(xxdt f(t) oo

ox 

α 
=∫  

    Προφανές. 
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Θέµα 9 

Αν η f  είναι συνεχής και περιττή στο R , θα δείξουµε ότι 0dt f(t)
x  

x 
=∫−  … Rx ∈  

Μετά, θα αποδείξουµε ότι ( ) 0dx xµη 
3
π 

3
π

11 =∫
−

 

 

Απάντηση 
 

 

Είναι  ∫−
x 

x 
dt )t(f  ∫∫ +=

−

x 

0 

0 

x 
dt )t(fdt )t(f  

 

 ∫∫ +−−=
−

x 

0 

0 

x 
dt )t(f dt )t(f     …Αφού )t(f)t(f −=−  

 

 ∫∫ +−−=
−

x 

0 

0 

x 
dt )t(f )t(d )t(f   …Θέτουµε yt =−  ⇔  yt −=  

∫∫ +=
 x

0 

0 

x 
dt )t(f dt )t(f == ∫

x 

x 
dt )t(f 0  

 
Θα µπορούσαµε να κινηθούµε και ως εξής:  

Είναι dt f(x))x(F
x 

x- ∫= =+= ∫∫ dt f(x)dt f(x)
x 

0 

0 

x- 
dt f(x)dt f(x) 

x 

0 

x- 

0 ∫∫ +−  
 

Η συνάρτηση dt f(x) φ(x)
x 

0 ∫=  είναι παραγωγίσιµη, σαν παράγουσα της f 

Η συνάρτηση )x(φ)x(φ)x(F +−−=  είναι κι’ αυτή προφανώς παραγωγίσιµη.  
 
 
 
 
 
 
 
 

Οπότε 0)x(f)x(fdt f(x)dt f(x) )x(F
x 

0 

x

0 
=+−=

′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=′ ∫∫

−
 (…αφού f : περιττή) 

∆ηλαδή η F  είναι σταθερή, µε ∫ ==≡
0 

0 
0f(t)dt )0(F)x(F  και τελικά 0dt f(x)

x 

x
=∫−  

 

 
Να παρατηρήσουµε, ότι θα µπορούσαµε να κινηθούµε και µε τη βοήθεια  
των παραγουσών, µε βάση το γεγονός ότι στην περίπτωση  
που µία συνάρτηση είναι περιττή, κάθε παράγουσά της είναι άρτια. 

 
Οπότε τώρα ( ) 0dx xµη 

3
π 

3
π

11 =∫
−

 …αφού η συνάρτηση xηµ)x(f 11=  είναι περιττή. 
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Θέµα 10 
 

Έστω η παραγωγίσιµη στο ),0( +∞  συνάρτηση f   

για την οποία ισχύουν 0)x(f > , 0)x(xf2)x(f =+′  για κάθε 0x >  

και η γραφική της παράσταση διέρχεται από το σηµείο )1,1(A    
 

α) Θα αποδείξουµε ότι η παράγωγος της f , είναι συνεχής στο διάστηµα ),0( +∞  

και µετά θα βρούµε τη συνάρτηση f  
 

β) Θα αποδείξουµε ότι 
2

1xdt 
2t
f(t) )x(f

x2
1x x 

1 22
−

<<
−

∫  για κάθε 1x >  

 

γ) Θα βρούµε τη συνάρτηση ∫ ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+=

x 

1 2 dt f(t) 
2t
11 )x(F  µε 1x >  

δ) Θα αποδείξουµε ότι 1dt e   e2
x 

1 

2t <∫ − , για κάθε 1x >  

Απάντηση    

 

α) Για κάθε 0x > , είναι 0)x(xf2)x(f =+′  ή )x(xf2)x(f −=′  

Η συνάρτηση x2y −=  είναι συνεχής στο ),0( +∞  

και η f  σαν παραγωγίσιµη είναι και συνεχής στο ),0( +∞  

Συνεπώς η f ′  είναι συνεχής στο ),0( +∞ , σαν γινόµενο συνεχών συναρτήσεων. 
 

Από 0)x(xf2)x(f =+′   …επειδή 0)x(f >  

είναι )x(xf2)x(f −=′  ⇔  x2
f(x)
(x)f

−=
′  ⇔  )x())x(f(( 2 ′−=′nl  ⇔  cx))x(f( 2 +−=nl  

Για 1x =  είναι c 1 (f(1)) +−=nl  ή  1 c =  
 

Οπότε )e(n1x))x(f(
2x12 −=+−= lln  και τελικά 

2x1e)x(f −=  

 

Θα µπορούσαµε να κινηθούµε και ως εξής: 

Από 0)x(xf2)x(f =+′  είναι και 0e)x(xfe2)x(fe
2x2x2x ⋅=⋅+′⋅  ή 0)x(fe

2x =
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

Οπότε  c)x(fe
2x =  

Επειδή για 1x =  είναι c)1(fe1 =⋅   ή  ec = , θα είναι e)x(fe
2x =⋅  ή 

2x1e)x(f −=  
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β) Έστω η συνάρτηση 2t2
)t(f)t(g = , 0t >  

Είναι  22

22

)t2(
)t2)(t(ft2)t(f)t(g
′−′

=′  

     
4

2

t4
t4)t(ft2)t(tf2 −−

=  

     
3

2

t
1t)t(f +

−= 3

22t1

t
1te +

−= − 0<   για κάθε 0t >  

 

Οπότε, η συνάρτηση g  είναι γνησίως φθίνουσα στο ),0( +∞  
 

Από xt1 ≤≤ , είναι g(x) g(t) g(1) ≥≥  ,οπότε  0g(t) g(1) ≥−   και  0g(x)g(t) ≤−  
 

Επειδή όµως οι συναρτήσεις g(t) g(1)r(t) −=  και g(x)g(t)s(t) −=  
 

δεν είναι παντού µηδέν και είναι συνεχείς στο ]x,1[  

θα είναι ( )∫ >−
 x

1 
 0dt g(t) g(1)  και ( )∫ >−

 x

1 
 0dt g(x) g(t)   

 

Από τη σχέση ( )∫ >−
 x

1 
 0dt g(t) g(1)   

είναι  dt g(t)  dt g(1)  
 x

1 

 x

1 ∫∫ > ή  dt 
2t
f(t) dt 

2
1 

 x

1 2

 x

1 ∫∫ >    ή   )1x(
2
1 dt 

2t
f(t) 

 x

1 2
−<∫  

 

Από τη σχέση ( )∫ >−
 x

1 
 0dt g(x) g(t)   

 

είναι ∫∫ >
 x

1 

 x

1 
dt g(x)  dt g(t)   ή ∫∫ >

 x

1 

 x

1 2
dt 1  g(x)dt 

2t
f(t)  ή  )x(f

2x
1xdt 

2t
f(t) 

2

 x

1 2
−

>∫  

 

Συνεπώς, 
2

1xdt 
2t
f(t) )x(f

x2
1x x 

1 22
−

<<
−

∫  για κάθε 1x >  

 

Θα µπορούσαµε να αποδείξουµε την πιο πάνω σχέση  

αν θεωρούσαµε τη συνάρτηση ∫=
u 

1 2
dt  

2t
f(t)  )u(g  µε ]x,1[u∈  και 1x >  

να εφαρµόζαµε το θεώρηµα µέσης τιµής και επειδή 0
u

)1u)(u(f)u(g
3

2
<

+
−=′′   

για κάθε 0u > , η g′  είναι γνήσια φθίνουσα στο ( )+∞,0  και έτσι προκύπτει η σχέση.  
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γ) Για κάθε 1x >   
 

είναι F(x) ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

x 

1 2 dt f(t)
2t
11 ∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

 x

1 2
dt f(t)

2t
1f(t) ∫ −− +=

 x

1 

2t1
2

2t1 dte
2t
1e  

 

                ∫
′
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−= − x

1 

2t1 dt e
2t
1  

x

1

2t1e
2t
1

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡−= − 02x1 e
2
1e

2x
1

+−= − =
2
1e

2x
1 2x1 +− −  

 
 

δ) Η σχέση 1dt e   e2
x 

1 

2t <∫ −   γίνεται 1dt ee  2
 x

1 

2t <⋅∫ −  ⇔  1dt e  2
 x

1 

2t1 <∫ −   

  ⇔  
2
1dt f(t)   

x 

1 
<∫  

Από 0e
2x1 >− , είναι 11e

2x1 −>−−  ή   1)1(f)x(f −>−    
 

ή  1dt (t)f  
 x

1 
−>′∫   

 

ή 1dt 2tf(t)  
 x

1 
−>−∫    

 

ή 
2
1dt tf(t)  

x 

1 
<∫  

 

Για κάθε 1t ≥  είναι και f(t)tf(t) ≥  ή 0f(t)tf(t) ≥−  …αφού 0)t(f >  

και επειδή η συνάρτηση f(t)tf(t)y(t) −=  είναι συνεχής στο ]x,1[  και όχι µηδενική 
 

θα ισχύει ( ) 0dt f(t)tf(t)  
x 

1 
>−∫   

ή 0dt f(t)tf(t)  
 x

1 
>−∫   

ή ∫∫ >
 x

1 

 x

1 
dt f(t)  dt tf(t)     

ή ∫∫ <
x 

1 

x 

1 
dt tf(t)  dt f(t)     

 

Οπότε  
 

από τις σχέσεις ∫∫ <
 x

1 

 x

1 
dt tf(t)  dt f(t)   και 

2
1dt tf(t)  

 x

1 
<∫ , θα είναι 

2
1dt f(t)  

x 

1 
<∫  
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Ασκήσεις 
 

ξ.1  Για τη συνεχή συνάρτηση f , να αποδείξετε ότι ∫ ∫
+

+
=−

2β 

2α 

β 

α 
dx)x(fdx)2x(f         

           και  ∫ ∫=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛β2 

α2 

β 

α 
dx)x(f2dx

2
xf  

 

ξ.2  Να αποδείξετε ότι dx)x1(xdx)x1(x ν1 

0 
µ1 

0 
µν −=− ∫∫ , µ , ν  φυσικοί. 

 

ξ.3  Για τη συνεχή f , να αποδείξετε ότι ( )dx x)αβ(αf )αβ(dx)x(f
β 

α 

1 

0 ∫ ∫ −+−=  
 

ξ.4  Να αποδείξετε ότι ( ) ( )∫ −=′
β 

α 
22 )α(f)β(fdx)x(f)x(f2   

όπου η συνάρτηση f ′  είναι συνεχής συνάρτηση στο διάστηµα ]β.α[∆ =  
 

ξ.5  Θεωρούµε τη συνεχή συνάρτηση f   και Rλ ∈  

Αν για κάθε τιµή του x , είναι ∫ −=
x 

λ 
2x3dt)t(f , να βρείτε την f  και τον λ   

 

ξ.6  Αν η f  είναι συνεχής, ώστε ( )∫ ∫ +≤
2x 

1 

x 

1 
dz zf(z)x f(z)dz , για κάθε Rx ∈  

να αποδείξετε ότι 1)1(f =  
 

ξ.7  Έστω οι 2  φορές παραγωγίσιµες στο R  συναρτήσεις gf,  

Αν g(2)f(2) =  , 1g(1)f(1) +=   και )x(g)x(f ′′=′′ , για κάθε Rx ∈  
 

α) Να αποδείξετε ότι 2xf(x)g(x) −+= , για κάθε τιµή του x  

β) Να υπολογίσετε την τιµή του ολοκληρώµατος ∫ −=
3 

1 
dx )x(g)x(f  I  

 

ξ.8  Θεωρούµε τη συνεχή στο [ )+∞,0  συνάρτηση f  

α) Να αποδείξετε ότι η 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

>
=

∫
0x)0(f

0xdz)z(f  
x
1

)x(F

x 

0 

αν

αν
 είναι συνεχής στο 0 

β) Αν η f  είναι παραγωγίσιµη στο 0 , δείξτε ότι η F  είναι παραγωγίσιµη στο +R  
 



 
 

Παρουσίαση                                                                                                                                             34     

Κατεύθυνση                                                                                                                                 Γ΄ Λυκείου 

ξ.9  Για τη συνεχή και άρτια στο R  συνάρτηση f , δείξτε ότι ∫∫ =
−

α 

 0 

α 

α 
dt f(t)2dt f(t)  

        για κάθε 0α >   

 

ξ.10  Αν είναι ∫− =
x 

x
0dz )z(f   για κάθε Rx ∈ , αποδείξτε ότι η f  είναι περιττή. 

 

ξ.11  Να βρείτε δύο παραγωγίσιµες συναρτήσεις f , ώστε ( )∫ =
x 

0 
2)x(fdz )z(f  

 

ξ.12  Έστω η συνεχής στο R  συνάρτηση f , µε 2x2 

0 
e2001e)x(fdx)x(f −++=∫  

Αφού αποδείξετε ότι η f  είναι παραγωγίσιµη, µετά να βρείτε την f  
 

ξ.13  Έστω ότι ( )  2dx )x(g)x(fx 
1 

0 
=′−′∫ και ∫∫ =

1 

0 

1 

0 
dx )xg( dx )xf(  

να αποδείξετε ότι 2)1(g)1(f =−  
 

ξ.14  Έστω η συνεχής συνάρτηση f , ώστε 0)x(f > , για κάθε ]1,1[x −∈  

και τα ολοκληρώµατα ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

+
=

1 

1-
dx 

x)f(1+)1f(x
1)f(x I  , ∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

−
=

1 

1-
dx 

x)f(1+)1f(x
x)f(1 J  

Να αποδείξετε ότι JI =  και µετά να υπολογίσετε τα I  και J  
 

 

ξ.15  Έστω η συνεχής στο R  συνάρτηση f , ώστε 4)x4(f)x(f =−+ , Rx ∈  

Υπολογίστε την τιµή του ολοκληρώµατος ∫
3 

1 
dx f(x)  

ξ.16  Να βρείτε την τιµή του θετικού ακεραίου κ , ώστε ( )∫ =2
π 

0 
3κ

60
1dx xηµ xσυν  

 

ξ.17  Έστω η συνάρτηση f  ορισµένη και παραγωγίσιµη στο +R , ώστε 0)x(f >′  

Αν ∫
x 

0 
dt f(t) =)x(F , να αποδείξετε ότι για κάθε 0x ≥ , είναι xf(x) F(x) ≤  

 

ξ.18  Αν η f  είναι συνεχής, δείξτε ότι η ( )∫=
1 

0 
du )ux(uf )x(h  είναι συνεχής στο 0  

 

ξ.19  Έστω η συνεχής στο R  συνάρτηση f , ώστε 2)x(f ≥ , για κάθε Rx ∈  

∆είξτε ότι η ∫
−

−+−=
x52x 

0 
2 dt  f(t)       1x5x)x(g  έχει στο )0,3(−  µία µόνο ρίζα. 
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ξ.20  Αν ( )dt 5tα2t9 )x(f
x 

2 
2∫ −−=  έχει τοπικό ακρότατο στο 1xo =  

να αποδείξετε ότι 2α =  και ότι η f  στο 1  έχει τοπικό ελάχιστο ίσο µε 10f(1) −=  
 
 

ξ.21  Έστω η ορισµένη στο R  συνάρτηση f , ώστε dt e)x(f
x 

0 
)t(ft∫ −= , Rx ∈  

Να αποδείξετε ότι x)x(f =  
 

ξ.22  Έστω η ορισµένη στο *R +  συνάρτηση f , ώστε ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

x 

1 
dt 

t
)t(f x)x(f , 0x >  

Να αποδείξετε ότι xxlnx)x(f +=  
 

ξ.23  Αν για τη συνεχή συνάρτηση f  είναι 1x  dt )t(f 2x 

1 
−≥∫ , Rx∈  

να αποδείξετε ότι 2)1(f =  
 
ξ.24  Έστω οι ορισµένες στο +R  συναρτήσεις f , g   

Είναι 
)x(g

1dt )t(f 1
x 

0 
=+ ∫  και 

)x(f
1dt )t(g 

2
1 x 

0 
=+ ∫ , µε 0)x(g)x(f ≠ και 0x ≥  

 

α) Να αποδείξετε ότι )x(g)x(f)x(g)x(f ′=′ , 0x ≥  
 

β) Να αποδείξετε ότι )x(g2)x(f = , 0x ≥   
 

ξ.25  Έστω η ορισµένη στο R  συνάρτηση f , ώστε dt )t(f )x(f)x(f
1 

0 ∫=−′ , Rx ∈   

και 1)0(f =  

α) Να αποδείξετε ότι υπάρχει σταθερά c , ώστε x1

o
cef(x)dxf(x) =+ ∫ , Rx ∈   

β) Να αποδείξετε ότι ∫∫ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

1 

0 
x1 

0 
dt )t(f e dt )t(f 1)x(f  

γ) Να αποδείξετε ότι 
3e
e1dt )t(f 

1 

0 −
−

=∫  
 

ξ.26  Αν 1)x(f <′ , για κάθε [ ]κ0,x∈   και 00)(f = , δείξτε ότι 2κ 

0 
κ  dx )x(f 2 ≤∫  

 

ξ.27  Για τη συνεχή στο R  συνάρτηση f , δείξτε ότι 27  dx )x(f  6  dx )x(f 
3 

0 

3 

0 
2 −≥ ∫∫  

 

ξ.28  Έστω η συνεχής στο R  συνάρτηση f , ώστε ∫+=
1 

0 
23 dx )x(f xx)x(f , Rx ∈  

Να αποδείξετε ότι 23 x
8
3x)x(f += , Rx ∈  
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